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Adaptive Support Vector Machines para prediccion
de series de tiempo

Elkin Eduardo Garcia Diaz, Pedro Andrés Rangel, y Fernando Lozano Martinez

Resumen—Debido a su capacidad para extraer informacion
a partir de un conjunto de muestras, las maquinas de vectores
de soporte (SVM por sus siglas en inglés) se han convertido
en una técnica ampliamente usada en problemas clasificacion y
regresion. En el caso del problema de regresion, se tiene una
serie de tiempo y el objetivo es encontrar una funcion que pueda
predecir su comportamiento en el futuro. Una de las suposiciones
subyacentes de este algoritmo es que la serie de tiempo debe
ser un proceso estacionario. Sin embargo, en la mayoria de
casos de interés, la serie de tiempo constituye un proceso no
estacionario variante en el tiempo. En este documento se presenta
un procedimiento de entrenamiento que adapta SVM a series de
tiempo no estacionarias.

Palabras Clave— Support Vector Machines, Prediccion de se-
ries de tiempo, Procesamiento de senales adaptativo, SVM, SVR.

I. INTRODUCCION

AS madquinas de vectores de soporte (SVM, por sus

siglas en inglés) son algoritmos ampliamente usados
en problemas de aprendizaje supervisado. El objetivo de un
problema de aprendizaje supervisado es encontrar una funcién
h(z) que extraiga la informacién de un conjunto de datos
de entrenamiento S = {(x;,2;)}",. SVM encuentra esta
funcién resolviendo un problema de programacién cuadratica,
la complejidad temporal del problema es O(m3). Miiltiples
investigaciones han propuesto métodos para mejorar esta com-
plejidad [1]-[4] llegando a que sea usualmente O(m?).

En el procedimiento de entrenamiento de SVM se asume
que el conjunto de datos de entrenamiento es independiente
e idénticamente distribuido. Bajo esta suposicion, si se tiene
un ndmero suficiente de datos, una maquina de vectores de
soporte es capaz de encontrar un clasificador con el minimo
error posible [5]. Para el caso particular de regresién con SVM
es mejor conocido como SVR (Support Vector Regression).
En SVR, el que los datos sean independientes e idénticamente
distribuidos implica que la serie de tiempo debe ser un proceso
estacionario. Sin embargo, en la mayoria de casos de interés,
la serie constituye un proceso variante en el tiempo. En este
documento se propone un método que permite usar SVR en
procedimientos no estacionarios. La idea bésica de este nuevo
propuesto es adaptar el regresor encontrado por SVR a medida
que el proceso no estacionario va cambiando. El algoritmo
resultante es denominado SVR Adaptativo (ASVR).

ASVR utiliza una variacion del algoritmo SMO (Sequential
Minimal Optimization) propuesto por Platt [4]. En cada paso,
SMO divide el problema de programacién cuadratica original
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en un problema de optimizacién mds pequefio. La ventaja de
este procedimiento radica en que el problema de optimizacién
resultante puede resolverse analiticamente. Al usar un algorit-
mo de este tipo, se hace que el proceso adaptativo sea lo mas
rapido posible.

El resto del documento estd organizado de la siguiente
forma: en la seccién II se introduce SVM para regresion,
en la secciéon III se trata el problema de prediccion de
series de tiempo usando SVR, como resolver eficientemente el
problema de optimizacién, qué métricas se usan para evaluar
el desempefio y el nuevo algoritmo ASVR. En la seccién IV se
muestran las pruebas realizadas con SVR y ASVR y finalmente
en la seccién V se dan las conclusiones.

II. PRELIMINARES Y NOTACION

A. Support Vector Machines en el problema de regresion

Sea S = {(x;,2;)}™, un conjunto de m datos de entre-
namiento, donde cada z; € R y donde cada x; pertenece a
un espacio de muestras R%. Considere ahora la funcién lineal
h :R? — R expresada en (1)

h(x)=(w,x)+b weRIbeR (1)

Donde (-, -) denota el producto punto en R, El objetivo de
SVR es encontrar una funcion lineal que no se equivoque mas
que € en los datos de entrenamiento, y que adicionalmente
sea lo menos compleja posible. La complejidad de la funcién
lineal se calcula usando la norma de w [6], [7]. A partir de
esto el problema que resuelve SVR es

W]
min —
weRd beR 2
sa. z;— (w,x;) —b<e 2)

(W,X;) +b—2;<e€e para i=1,...,m

Sin embargo, la suposicién ticita en (2) es que existe una
funcién h que puede aproximar todos los datos de entrena-
miento con una precision e, en otras palabras, que el problema
de optimizacién es factible, aspecto que no necesariamente se
cumple. Para solucionar este inconveniente se utiliza la versién
C-SVR del problema de optimizacidn, la cual incluye variables
de holgura &; y & [7]:
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Fig. 1: Problema de optimizacién C-SVR y su funcién de error [7]

‘ 1 2 C G *
min =W+ = i+&;
e Sl 2(5 &)
beER =

zi — (W, %) —b<e+§;
(W, x;) +b— 2z < e+&
para i =1,...,m

Note que en este problema, la funcién de costo estd cons-
tituida por dos partes: la primera intenta mantener el modelo
lo menos complejo posible, mientras que la segunda intenta
minimizar una funcién de costo sobre los datos de entrena-
miento. La constante C' permite equilibrar la complejidad del
modelo obtenido con el nimero de errores que éste comete.
El problema de optimizacién (3) encuentra el modelo con
menor error de acuerdo con la funcién de perdida mostrada a
continuacién:

0, si |z] <e
|z| —€, silz|>e€

e-error(z) = { 4)

Esta interpretacién del problema de optimizacién que re-
suelve SVR es ilustrada en la figura 1. En esta figura, tnica-
mente los puntos que se encuentran fuera del tubo de tamafio
€ contribuyen en el error. Por otra parte, el error de los puntos
por fuera del tubo aumenta linealmente.

Usualmente en lugar de resolver el problema de optimiza-
cion (3) se resuelve su problema dual, el cual se muestra a
continuacién:

_min fl@,a”) = ;iim — af)(a; — o)) (xi, %)
> (@) =3 slos — )
i=1 i1
s.a. i(ai—az) =0
i=1
Ogai,ajgg para i=1,...,m
m

(&)

Al resolver el problema dual (5) se obtienen los multiplica-

dores de Lagrange «; y o de las restricciones del problema

primal (3). A partir de estos multiplicadores de Lagrange se
puede encontrar el vector w:

w= Z (s — af)x; (6)

i=1

B. Kernels

Cuando se usa el producto punto convencional en (1) se
obtiene un modelo lineal; sin embargo, es posible obtener
modelos no lineales mediante la transformacién adecuada de
los datos de entrenamiento [7]. Considere una transformacién
no lineal ® : R — X’ que va del espacio de entrada R?
al espacio de caracteristicas X’. Si los datos de entrada son
transformados antes de resolver el problema de optimizacién
de SVR, entonces el modelo obtenido es de la siguiente forma:

h(z) = (W, ®(z))ar +b we X bER (7)

Donde (-, -) - representa al producto punto en el espacio de
caracteristicas X’. Para encontrar dicho modelo se plantea el
problema primal y dual, tal y como se hizo en la seccién A.
En el problema de optimizacién dual (5), los datos de entrada
x; solamente aparecen en términos de sus productos punto
(x;,X;). Para obtener el modelo (7) se utilizard el producto
punto de los datos transformados (®(z;), ®(z;))x.

Una forma de calcular eficientemente el producto punto en
el espacio de caracteristicas es usar una funcién k : R x R?
R que esté dotada con la siguiente propiedad:

k(xi, ) = (@(x:), @(25)) 27 ®)

A esta funcién k se le conoce como kernel.
Abhora, el problema 5 en el espacio de caracteristicas X’ es

1
min floya*) == (a— a®)' K (a — a*)
a,a™ cR™ 2
—|—eZ(ai—|—o¢f) —|—Zzi (i — af)
i=1 i=1 )
m
s.a. Z(ai —af)=0
i=1

0<a;,a;x<C

Donde K@j = k(l‘i,l‘j).

para i=1,....m

C. Sequential Minimal Optimization: SMO

Considere el problema de programacion cuadrética en forma
matricial mostrado en la ecuacién (10), donde o € R™ es el
vector que contiene los parametros a optimizar, () € R™*™
es una matriz definida semi-positiva, € € R™ es un vector de
unos, y y € R™ es un vector cualquiera.

; 1
min —a’Qa—e’a

a 2
sa. yla=0 (10)
C
0<o; < — para i=1,....m
m

Cuando la dimensién de la matriz () es muy alta, no es
posible utilizar métodos convencionales para resolver (10).
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Algorithm: SMO (Q, £, o' factible)
Input: SMO (Q, £, o' factible)
Output: o 6ptimo
for k =1to a® = a dptimo do
1) Encontrar dos elementos en el conjunto de trabajo
B={i,j} c{1,...,m}.
2) Definir N ={1,...,m}— B
3) Definir of; y % como los sub-vectores de a*
correspondientes a N y B respectivamente.
4) Resolver el sub-problema de optimizacién
1 Qi Qij i
= o, o
g Lo e [ Qji  Qjj @

+ (—epB +QBNQJI\(7)T { g;_ ]

min
Qg

sa. 0<a5,05 < —
m

T T
Yii Y0 = —YnNON
5) Actualizar af“ y oz?“ usando los dptimos

encontrados en el paso anterior.
k

k+1

6) Actualizar oy’ = ap

end

Fig. 2: Algoritmo SMO.

En este caso, se pueden usar algoritmos de descomposicion
para resolver el problema de optimizacién. Los algoritmos de
descomposicién son procedimientos iterativos que optimizan
solamente un pequefio subconjunto de las variables en cada
ronda. En el caso extremo se optimizan solo dos variables por
ronda, a este algoritmo se le conoce como algoritmo secuencial
de optimizacién minima, SMO por sus siglas en inglés, y fue
usado por primera vez en el entrenamiento de SVM por Platt
[4]. SMO, tal y como es explicado en [8], es ilustrado en la
figura 2.

Ahora bien, reescribiendo en forma matricial el problema

(9) se obtiene
1 -K 6"
K ot

* % K
floy o >:§ [a”, o] [ K
+ [ee" +2" ce” —2"] [ « }

sa. [ef, —eT] { 5* }

0<aq;,af <C

min
a,a* eR™

para i=1,....m

(1L

Es claro que (11) es un problema de programacién cua-
drética de las mismas caracteristicas que (10) y es facilmente
resuelto utilizando SMO.

La combinacién de SMO con técnicas de shrinking y
caching [3] ha permitido que la complejidad computacional
del algoritmo de entrenamiento de SVM esté entre cuadritica
y cubica. Dicha complejidad computacional depende del tipo
de problema y estd basicamente dominada por el nimero de
evaluaciones requeridas de la funcién kernel [9].

ITII. REGRESION DE SERIES DE TIEMPO

En el caso de regresion de series de tiempo se cuenta
con un conjunto de datos Z = {z1,z29,...,2,} y se buscan
predecir los siguientes valores de la serie 2,41, 2n42,.. ..
En estos casos a cada z; se le debe asignar un vector x;
que son los d valores anteriores de la serie, es decir que
;i = [%Zi—d,Zi—d+1s-- - Zi—2,2i—1] con lo cual escogido un
valor de d para una serie Z de n elementos, el nimero de
datos de entrenamiento es n — (d + 1), formando el conjunto
de datos de entrenamiento S = { (%, z;) }i_ 4,1 -

Adicionalmente, cada vector x; puede contener informacién
adicional a los z; proveniente de informacion correlacionada,
por ejemplo para predecir el valor de una accién en la bolsa,
puede ser de utilidad tener informacién sobre los precios del
dolar, razén por la cual estos valores se incorporan a x;

A. Medida de desemperiio

Un aspecto de gran importancia a la hora de medir el
desempefio de un predictor es tener una métrica adecuada que
permita comparar el desempefio de diferentes métodos, uno de
los mas comunes es el error cuadrdtico medio normalizado
[10], NMSE por sus siglas en inglés.

El NMSE se define como

N
1 A2
NMSE = — ; (z: — %) (12)
En donde z; es el valor real de la serie, Z; es la prediccion y
o? es la varianza de la serie real sobre el periodo de duracién
N. Un valor de NM SE =1 corresponde a predecir la media,
e idealmente se busca que NMSE = 0, es decir que la
prediccion sea igual al valor real.
Otra medida comun es el error absoluto medio [10], MAE
por sus siglas en inglés, definido como
— 2

Zivzl |2z
MAE = N
Otras medidas de mayor complejidad toman en cuenta el
error de la prediccion en la direccién, tal es el caso de
DS (Directional Symmetry) y WDS (Weighted Directional
Symmetry)

13)

B. Regresion de series de tiempo Adaptativas

Cuando las series de tiempo no son estacionarias, el modelo
utilizado para su predicciéon usando SVR pierde su validez a
medida que el proceso cambia sus caracteristicas, sin embargo
hay dos aspectos a tener en cuenta:

« La mayoria de estos procesos cambian sus caracteristicas
de forma gradual y suave.

o Para ventanas de tiempo de determinado tamafio, los
cambios en el proceso son tan pequefios que el proceso
se puede considerar estacionario en esa ventana.

Una solucién a este problema es tener una hipétesis h;(x)
para cada instante de tiempo futuro ¢, y1,...,t;,..., ¢, asi se
podrian predecir de forma paralela 2,41, ..., 2; dado z, para
tener en cuenta que Z; no necesariamente estd relacionado
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con Z; si ¢ # j. Sin embargo el primer inconveniente que
surge es que el tener £ hipétesis implica no solo un costo
computacional k£ veces mas grande sino que el problema se
vuelve intratable si se piensa que no hay restricciones de
tiempo para la prediccioén a futuro.

Por otra parte, existirfa un esfuerzo computacional inne-
cesario si se piensa que en intervalos de tiempo cortos, la
sefial es estacionaria y no serfan necesarios tantos predictores.
Segtin esto serfa conveniente encontrar a priori estos intervalos
y asi disminuir el esfuerzo computacional de hallar tantos
predictores, aunque por las caracteristicas de estas sefiales esto
puede ser utépico puesto que de poderse hallar en un tiempo
lejano, serfa un indicio de comportamiento estacionario.

Por estas razones y dado que es posible conocer paula-
tinamente el desempefio del modelo propuesto al comparar
los valores predichos con los valores reales, se propone un
nuevo algoritmo que se adapte a los cambios de las series
no estacionarias, modificando el modelo en la medida de lo
necesario, de acuerdo al desempefio de éste en el transcurso
del tiempo, minimizando el esfuerzo computacional.

El algoritmo ASVR tal como se muestra en la figura 3 parte
de una hipétesis producida por SVR, obtenida a partir de la
solucién del problema de programacién cuadrética (11), sin
embargo a medida que se realizan predicciones mas alejadas
en el tiempo, debido a que estdn cambiando las caracteristicas
del proceso, éstas se alejan de la realidad, lo cual se puede
corroborar a medida que se comparan las predicciones de los
tiempos anteriores respecto a los valores reales por medio
del error e, a partir de ello, se puede determinar el momento
indicado de reajustar el modelo. Esto es posible gracias a que
los cambios en el proceso son lentos y el nuevo modelo guarda
similitud con el modelo inmediatamente anterior.

Para el caso particular de la actualizacién del modelo de
SVR se deben tener en cuenta dos aspectos para resolver
eficientemente el nuevo problema de programacién cuadritica,
dado el cambio de los datos de entrada:

« Se toma como punto inicial factible del nuevo modelo el
punto factible del modelo anterior.

o Cada vez que se halle un nuevo dato de la prediccién es
necesario actualizar el gradiente utilizado en la resolucién
del problema de programacién cuadrético inicial.

Estos aspectos combinados con técnicas poderosas de opti-
mizacién como SMO hacen este algoritmo bastante simple y
eficiente a nivel de recursos computacionales.

IV. EXPERIMENTOS

En esta seccion se muestran algunos experimentos de regre-
sién de series de tiempo usando el algoritmo propuesto ASVR
con diferentes conjuntos de datos tanto reales como artificiales
comparando su desempefio con el algoritmo tradicional SVR.

El kernel utilizado fue un kernel gaussiano puesto que es
un kernel universal sencillo y presenta un buen desempefio en
prediccion de series [7].

Se utilizaron 3 conjuntos de datos, el primero es una
sefial seno de frecuencia constante sen-cte dada por z(n) =
sen(27 fn) tomando como conjunto de entrenamiento un
nimero de puntos suficiente para representar un periodo.

Algorithm: ASVR (Z,p, SV R, C, kernel, €, €maz)
Input: ASVR (Z = {2 };L1,p, SV R, C, kernel, ¢, €maz)
Output: Z

A partir de d y Z hallar los x; para formar la secuencia
S ={wi,zi}ian
Obtener la hipétesis h(x) con SVR

h(x) «— SV R(S,kernel, C, ¢)
for t = n to Condicion de terminacion do
Hacer TIN = [thdjq, Zt—d+2y .- - Zt]
Zi41 = h(z1nN)
Recibir z;41 y hallar el error de la prediccién
e=|2t+1 — 241
if e < emnmqs then
Zt41 = Zt41

else
Formar la secuencia S = {i, z:} 1, .. 400
Reentrenar el modelo

h(z) <« SV R(S, kernel, C, €)
end

end

Z = {2041, 5012y}

Fig. 3: Algoritmo ASVR.

Bases de o C € d
Datos
sen-cte 20 10 0.01 5
Serie-A 5400 500 1 20

sen-var 20 10 0.01 5

El segundo es la serie de tiempo A del Santa Fe Institute
Serie-A [10]. Esta serie corresponde a las fluctuaciones de
un laser infrarrojo lejano, descrito “aproximadamente” por 3
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales acopladas. Es
claro que esta serie es bastante compleja pues corresponde a
un proceso altamente no lineal y caético, lo que dificulta su
prediccion, aunque atin es un proceso estacionario y los datos
de entrenamiento y evaluacién no tienen ruido apreciable. La
tercera serie corresponde a un proceso no estacionario, una
seflal seno de frecuencia variable sen-var, la cual se incrementa
linealmente y es de la forma z[n] = sen(2wf[n]n), que
aunque es un cambio sencillo, dificulta su prediccion. Los
datos adicionales del modelo para cada una de las series se
aprecian en la tabla I

Con respecto a sen-cte se tomaron los primeros 100 puntos
para predecir los siguientes 400 usando SVR, esto fue sufi-
ciente para tener un error imperceptible, NMSE < 107°, es
de destacar que al utilizar ASVR la prediccién es la misma
pues no se hace necesario ninguna clase de actualizacién por

el error tan bajo. Los resultados se pueden apreciar en la figura
4
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Fig. 5: Serie A Santa Fe Institute - Entrenamiento

Para la Serie-A se tomaron los primeros 1000 datos para
predecir los siguientes 100, de la misma forma que la compe-
tencia del Santa Fe Institute [10]. Los datos de entrenamiento
se aprecian en la figura 5. En este caso al ser un proceso
estacionario [10], SVR y ASVR producen la misma respuesta,
la cual se destaca por ser bastante precisa, como se aprecia en
la figura 6.

Como medida de desempeiio, se destaca que el NMSE es de
0,0213 un valor bastante bueno si se tiene en cuenta que en la
competencia en donde se usé esta serie el mejor NMSE fue
de 0,0273 [10], el cual se mejord en este caso, con lo que se
resalta la versatilidad de SVR para predecir series de tiempo.
Es importante destacar que en [10] ninguno de los métodos
utilizados incluye SVR o algin método basado en SVM.

Estas pruebas muestran que el método tradicional de SVR
es suficiente para series de tiempo sin ruido y estacionarias,
caracteristicas que por lo general no cumplen la mayoria de las
series de tiempo de la vida real, en donde el ruido es elemento
cotidiano tanto en los conjuntos de entrenamiento como de
evaluacién y los procesos cambian caracteristicas importantes
que hacen que dejen de ser estacionarios. Sin embargo respecto

300
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Fig. 6: Serie A Santa Fe Institute - Evaluacién
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Fig. 7: Seno de frecuencia variable: Entrenamiento y Evaluacién con
SVR
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Fig. 8: Seno de frecuencia variable: Entrenamiento y Evaluacién con
ASVR

a esta ultima caracteristica, como se mencionaba en la seccién
B, en una ventana de tiempo determinada la mayoria se pueden
aproximar a procesos estacionarios.

Como se describe anteriormente, sen-var es una seflal no
estacionaria, al utilizar SVR los resultados de la serie predicha
se alejan bastante de la sefial original como se muestra en
la figura 7. Es bastante claro que la sefal predicha trata de
conservar una frecuencia cercana a la de la sefial original y a
medida que avanza el tiempo, no toma en cuenta los cambios
que tiene la sefial (su caracteristica de ser no estacionaria),
razén por la cual el modelo utilizado para predecirla no es
vélido después de cierto tiempo.

Por esta razén se utiliza ASVR con un error permitido
emaz = 0,025, los resultados se aprecian en la figura 8 en
donde es claro el desempefio superior respecto a SVR, se
resaltan los momentos en los que se realiza una actualizacién
del modelo a medida que va cambiando la frecuencia paulati-
namente, corrigiéndolo antes que el modelo pierda validez.

Adicionalmente, para probar la eficacia del algoritmo pro-
puesto frente al ruido, a la sefial anterior se le suma ruido
blanco gaussiano con media cero y varianza creciente de forma
cuadrdtica respecto al tiempo. Los resultados de la prediccion
se aprecian en la figura 9. A pesar de tener una sefial con
ruido, la prediccion es similar a la sefal original pero ademds,
la prediccidon es una sefial mds suave, esto puede tomarse
como si la presencia del ruido se disminuyera, de donde este
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Fig. 9: Seno de frecuencia variable con ruido: Entrenamiento y
Evaluacién con ASVR

método favorece la prediccion de series ruidosas, claro estd
que en este caso el error permitido fue e,,., = 0,3 respecto
a €mar = 0,025 para la sefial sin ruido, puesto que de lo
contrario el modelo se reentrenarfa innecesariamente debido
a los cambios bruscos de la sefal producidos por el ruido.
Aunque es claro que a medida que aumenta el nivel de ruido,
se hace mds frecuente el reentrenamiento.

V. CONCLUSIONES

Las pruebas realizadas demuestran la versatilidad y eficacia
de SVR para predecir series de tiempo, sin embargo al suponer
que estas sefales son procesos estacionarios, se restringen los
campos de aplicacion de esta clase de métodos pues es una
caracteristica poco frecuente en el mundo real.

El método propuesto ASVR es una extensién de SVR para
series de tiempo no estacionarias que permite de forma sencilla
y eficiente modificar el modelo de prediccion en la medida que
se requiera, dado que los cambios de los procesos no estacio-
narios son lentos. Las pruebas realizadas demuestran como,
un solo modelo adaptable es suficiente para predecir series no
estacionarias, obteniendo desempefios bastante buenos, atin en
presencia de ruido, el cual afectaba muy poco el desempeiio
del predictor.

Quedan abiertos como trabajos futuros, la implementacién
de este tipo de algoritmos en series de tiempo reales, de
mayor duracién y multidimensionales como sonido estéreo o
video, asi como la evaluacién de esta clase de métodos para
compresién de este tipo de sefiales apoyados en la prediccion
en tiempo real.
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